




Questo può essere visto con maggior chiarezza sul diagramma di bifor-
cazione di fig. 9.19, ottenuto con gli stessi parametri a e b usati nella figu-
ra 9.18 e facendo variare il parametro λ tra i valori 0.3 e 0.4. 

Si può notare che la modifica della funzione di domanda ha dato origi-
ne a un tipo di evoluzione asintotica dei prezzi che non era possibile nel
caso lineare. Infatti nel cap. 2, utilizzando le funzioni di domanda e offer-
ta entrambe lineari, abbiamo visto che si potevano avere solo due tipi di
dinamica: convergenza (oscillatoria) al prezzo di equilibrio stabile, oppu-
re divergenza, quando il prezzo di equilibrio era instabile. Ora, invece, si
possono avere oscillazioni limitate e persistenti di periodo 2.
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Fig. 9.19

Figg. 9.18a e 9.18b

Un’altra osservazione che ave-
vamo fatto nel cap. 1 riguarda
l’ipotesi sulle aspettative che i
produttori hanno circa i prezzi
che si realizzeranno nel perio-
do successivo. Finora abbiamo

considerato il più semplice tipo di aspettative, pt
att = pt-1, cioè abbiamo

ipotizzato che i produttori si aspettino che il prezzi rimangano gli stessi
anche nel periodo successivo. Un’ipotesi più realistica, chiamata ipotesi
di aspettative adattive, viene espressa dalla seguente equazione:

pt+1
att = pt

att + α·(pt − pt
att) con 0 < α ≤ 1 (9.5)
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In pratica, il ragionamento fatto dai produttori può essere schematizzato
come segue: per calcolare, a ogni periodo di tempo t, il prezzo atteso per
il periodo successivo t + 1, essi misurano l’errore commesso nel periodo
precedente, errore inteso come differenza fra il prezzo previsto pt

att e il
prezzo che si è effettivamente realizzato, pt, e poi calcolano il nuovo prez-
zo atteso pt+1

att introducendo nel precedente, pt
att, una correzione propor-

zionale all’errore osservato. 
Si può notare che la regola adattiva per formare le aspettative sui prez-

zi è una generalizzazione di quella usata finora, in quanto per α = 1 la
(9.5) diventa pt+1

att = pt, ovvero, di nuovo, il prezzo atteso nel periodo suc-
cessivo è uguale al prezzo attuale.

Inserendo nell’equazione (9.5) la relazione pt = F (pt
att), con F definita

nella(9.4), otteniamo un modello dinamico che esprime la legge di evolu-
zione dei prezzi attesi:

9.  Esempi di mappe bimodali
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Figg. 9.20a, 9.20b
e 9.21
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pt+1
att = pt

att + α ( F (pt
att) − pt

att)
= (1 − α ) pt

att + (α/b)·[a − arctan (λ (pt
att −1))] 

(9.5)

Dalle traiettorie della mappa (9.5) si potranno ottenere poi le corrispon-
denti evoluzioni del prezzo pt mediante la trasformazione pt = F (pt

att). 
Se proviamo a tracciare il grafico della mappa (9.5), con valori inter-

medi del parametro α, ci accorgiamo che essa non è più una funzione de-
crescente, ma una bimodale, come si può vedere dal grafico di fig. 9.20a,
ottenuto con i parametri a = 1, b = 0.3, λ = 4 e α = 0.3. In fig. 9.20b è an-
che evidenziato l’attrattore verso cui convergono le traiettorie generate
iterando la (9.5): in questo caso si tratta di un ciclo di periodo 4. 
In realtà si possono ottenere attrattori periodici di qualunque periodo, e
anche attrattori caotici, come risulta evidente dal diagramma di biforca-
zione mostrato in figura 9.21, ottenuto con gli stessi parametri a e b usati
nelle figg. 9.20a e 9.20b e facendo variare il parametro λ tra i valori 1 e 5. 

L’aumento di complessità nell’andamento dei prezzi, che si ottiene in-
troducendo funzioni di offerta non lineari e aspettative di tipo adattivo, è
stato recentemente evidenziato da alcuni economisti, come Carl Chiarella
di Sydney e Cars Hommes di Amsterdam. 
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10.  Esempi di mappe razionali fratte

10.1  Primo esempio: un’iperbole

Abbiamo finora studiato le dinamiche generate dall’iterazione di mappe
intere (cioè senza variabile al denominatore), e negli ultimi capitoli abbia-
mo considerato il particolare ruolo dei punti di massimo e minimo relati-
vi per delimitare gli intervalli assorbenti all’interno dei quali sono conte-
nuti gli attrattori limitati. In questo capitolo esaminiamo, attraverso lo
studio di alcune semplici funzioni razionali fratte, quali tipi di dinamiche
possono essere ottenute iterando mappe il cui grafico è caratterizzato dal-
la presenza di asintoti.

La necessità d’iterare funzioni di questo tipo si presenta in molti mo-
delli dinamici di sistemi reali, ma un esempio particolarmente famoso in
cui s’incontrano mappe fratte viene dal calcolo numerico degli zeri di una
funzione mediante il metodo di Newton (noto anche come “metodo delle
tangenti”). Questo metodo, che descriveremo alla fine del capitolo, si ba-
sa sulla iterazione di una procedura di calcolo con l’obiettivo di ottenere
una migliore approssimazione a ogni applicazione della procedura stessa.
Questa è una caratteristica comune a tanti metodi numerici per il calcolo
approssimato delle soluzioni di equazioni, e molti degli studi dedicati al-
l’iterazione di funzioni sono stati sviluppati in tale contesto ancor prima
che nell’ambito dei modelli dinamici a tempo discreto.

Per mettere in evidenza alcune caratteristiche che distinguono le traiet-
torie che si ottengono iterando mappe con asintoti da quelle viste finora,
consideriamo dapprima funzioni particolarmente semplici, come la se-
guente mappa razionale fratta:

x’ = f (x) = con a > 0 (10.1)

Il grafico di questa funzione è un’iperbole, un’altra curva ben nota agli
studenti delle scuole medie superiori. La funzione (10.1) ha un asintoto
verticale, la retta x = 0 (cioè l’asse delle ordinate) e un asintoto obliquo, la
retta y = (1/2)x, entrambi indipendenti dal parametro a. Inoltre essa in-
terseca l’asse orizzontale nei due punti (− √a, 0) e ( + √a, 0). In fig. 10.1 è
rappresentato il grafico della funzione per a = 1.

Si tratta di una mappa non invertibile, di tipo Z2, ma priva di punti cri-

x a
x

2

2
−
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tutte le sue preimmagini. Per esempio, cominciando a iterare da x = √a
(oppure da x = – √a) dopo una sola iterazione la traiettoria s’interrompe.
Analogamente, occorre evitare di cominciare anche dalle 4 preimmagini
dei due punti x = ± √a perché in tal caso la traiettoria s’interromperebbe
dopo due iterazioni, e così via. Si tratta quindi di evitare di scegliere come
c.i. infiniti punti, che però costituiscono un’infinità numerabile, ossia un
sottoinsieme di misura nulla dell’insieme dei numeri reali.

Analizziamo che tipo di traiettoria si ottiene partendo da una generica
condizione iniziale. Una particolarità di questa mappa è data dal fatto che
essa non ha punti fissi. Questo risulta evidente dal fatto che l’equazione
che definisce i punti fissi, f(x) = x, diventa x2 + a = 0, equazione evidente-
mente priva di soluzioni reali.

Osservando la fig. 10.1, ci si rende subito conto che per ogni c.i.
x0 < 0 la traiettoria, dopo un certo numero d’iterazioni, entra nell’inter-
vallo ] 0, + ∞ [, mentre per ogni c.i. x0 > 0, dopo un certo numero d’itera-
zioni la traiettoria entra nell’intervallo ] − ∞, 0 [. Inoltre, le traiettorie pos-
sono contenere valori arbitrariamente grandi, in valore assoluto, della va-
riabile xn, ma tali traiettorie non sono divergenti. Infatti, ogni volta che si
ottiene un valore xn vicino a zero (ovvero vicino all’asintoto) il valore suc-
cessivo, xn+1 = f(xn), risulterà essere molto grande (positivo se xn < 0, ne-
gativo se xn, > 0) ma continuando a iterare si otterranno poi valori via via
più piccoli in valore assoluto, in quanto la mappa, per valori grandi di
 x , si comporta come la contrazione lineare x’ = (1/2)· x. Questo è do-
vuto al fatto che se  x è molto grande, allora successivi iterati vengono
ottenuti mediante la parte del grafico che sta vicino all’asintoto obliquo,
quindi la mappa f si comporta come una mappa lineare di coefficiente an-
golare 1/2 (si veda il cap. 2).

Si può anche notare che le traiettorie ottenute sono di tipo caotico (que-
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Fig. 10.1

tici. Il dominio della funzione è
tutto l’insieme R escluso il punto
x = 0. Tuttavia, per ottenere traiet-
torie complete iterando la mappa
data, bisogna evitare non solo la
condizione iniziale x = 0, ma anche
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sto può essere rigorosamente dimostrato) e, continuando a iterare, ogni
traiettoria aperiodica ricopre densamente l’intero codominio ] − ∞, + ∞ [.
Nella figura 10.1 è rappresentata la traiettoria che si è generata sottopo-
nendo la mappa f, con a = 1, a 20 iterazioni successive a partire dalla c.i.
x0 = 2. In effetti, le dinamiche ottenute iterando la mappa f sono qualitati-
vamente le stesse per qualsiasi valore di a, quindi traiettorie simili sono
ottenute anche con altri diversi valori positivi del parametro a. 

In realtà una mappa di questo tipo è difficile da iterare con un compu-
ter (o una calcolatrice) perché ben presto si otterrebbe un errore di “over-
flow”, sebbene le traiettorie non siano divergenti. 

10.2  Secondo esempio: un’altra iperbole

Consideriamo ora l’iperbole simmetrica della precedente rispetto all’asse
orizzontale:

x’ = f (x) = con a > 0 (10.2)

il cui grafico, per a = 1, è mostrato in fig. 10.2. Ha anch’essa come asinto-
to verticale l’asse delle ordinate e la retta y = −  (1/2)x è l’asintoto obliquo.
Anch’essa, come la funzione (10.1), attraversa l’asse x nei punti (− √a, 0) e
(+ √a, 0), ma diversamente dall’altra possiede due punti fissi x1* e x2*,
uno per ogni ramo della iperbole, come risulta evidente dal grafico. Le
coordinate dei punti fissi possono essere ottenute algebricamente risol-
vendo l’equazione f(x) – x = 0, da cui si ottengono:

e   x a2 3* /= +  x a1 3* /= −

  

a x
x

− 2

2
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Fig. 10.2

Dal calcolo della derivata
f ’(x) = – 1/2 – a/(2x2)

si ottiene

f ’(x1*) = f ’(x2*) = – 2
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quindi entrambi i punti fissi sono repulsivi per ogni valore del parametro a. 
Nella fig. 10.2 si può osservare la dinamica caotica di questa mappa.

Per esempio, se si parte da una c.i. x0 ∈ ] √a, + ∞ [, le traiettorie si compor-
tano come se fossero attratte dal punto fisso negativo x1*, per cui, dopo
una sola iterazione, entrano nell’intervallo ] − ∞, 0 [. Ma, dopo essersi av-
volte intorno a x1* con oscillazioni che si allontanano da esso (essendo x1*
repulsivo con pendenza locale del grafico negativa), arrivano a valori posi-
tivi (per xn < –√a si ha xn+1 > 0) cioè rientrano nell’intervallo ] 0, + ∞ [ co-
me se fossero attratte da x2*. Qui si ha una nuova manifestazione dello
stesso fenomeno: le traiettorie si avvolgono intorno a x2*, anch’esso repul-
sivo, allontanandosi fino a tornare in ] √a, + ∞ [, dopodiché si riottengono
valori negativi e così via, riprendono il giro senza interruzione e senza al-
cuna periodicità. Anche in questo esempio, la presenza dell’asintoto im-
plica che si possano ottenere, durante l’iterazione, valori arbitrariamente
grandi di |x| ma, ancora una volta, per tali valori la mappa si comporta co-
me una contrazione lineare di equazione x’ = – (1/2)·x, ritornando a valo-
ri più piccoli. Poi la presenza dei punti fissi repulsivi “rimette la palla in
gioco” facendola rimbalzare verso valori più grandi di |x|, e così via.

10.3 Terzo esempio: una mappa con asintoto verticale 
e punto critico

Proponiamo ora un altro esempio di funzione razionale fratta:

x’ = f(x) = x + b/x2 – 2 con b > 0 (10.3)

Essa possiede un asintoto verticale, x = 0, e un asintoto obliquo, y = x − 2.
Ha due punti fissi, in quanto interseca la bisettrice in due punti simmetri-
ci rispetto all’origine degli assi: infatti l’equazione f(x) = x (che si riduce a
2x2 = b ) per b > 0 ha due radici reali e distinte:

e

Per la ricerca dei punti critici consideriamo l’equazione f ’(x) = 0 che, es-

sendo f ’(x) = (x3 – 2b)/ x3, fornisce l’ unico punto critico x = , che ri-

sulta essere un minimo locale, C–1
m = , corrispondente al punto criti-

co di rango 1 C m = f (C–1
m) = + b / ( )2 – 2.

Come risulta evidente dal grafico, mostrato in fig. 10.3, la mappa è non
invertibile di tipo Z3-Z1, e il punto che separa le due zone Z1 = ] − ∞, C m [
e Z3 = ] C m, + ∞ [ è proprio il valore minimo C m. 

  23 b  23 b

  23 b

  23 b

x b2 2* /= +x b1 2* /= −
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Sullo stesso grafico, che presenta l’andamento di f(x) per b = 2, si può
verificare che per ogni condizione iniz. x0 ∈ ] x1*, 0 [ ∪ ] 0, + ∞ [ le traiet-
torie entrano nell’intervallo assorbente J, associato al punto di minimo
cioè tale che J = [C m, C1

m] ≅ [0.38, 12.7], essendo C–1
m = ≅ 1.59,

Cm = f (C–1
m) ≅ 0.38, C1

m = f(Cm) ≅ 12.7. Invece le traiettorie che comin-
ciano dalla c.i. x0 < x1* divergono a – ∞ . Sul grafico di fig. 10.3 sono mo-
strati i primi punti di due tipiche traiettorie, una generata con c.i. x0 = 4 e
l’altra, divergente, generata con x0 = − 1.5 < x1*.

Per progressivi aumenti del parametro b si ha una continua riduzione
dell’ampiezza dell’intervallo assorbente J. Per esempio, in fig. 10.4, otte-
nuta con b = 4 si ha J = [1, 3], essendo

C–1
m = ≅ 2, Cm = f (C1

m) ≅ 1, C1
m = f (C m) ≅ 3

Per b > 8 il punto fisso x2* è attrattivo, quindi le traiettorie che entrano
nell’intervallo assorbente alla fine convergeranno a tale equilibrio.

Per 0 < b < 32/27 si ha C m < 0. Come si può osservare sul grafico di

  23 b

  23 b
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Fig. 10.3

Per b > 32/27 si ha Cm > 0 e per
ogni successivo incremento di b
anche Cm aumenta; si ha pertan-
to un innalzamento continuo del
minimo e uno spostamento dei
punti fissi lungo la bisettrice.

fig. 10.5, ottenuto per b = 1, in tal ca-
so i valori asintotici che si possono ot-
tenere non sono più superiormente li-
mitati: questo è dovuto al fatto che il
punto in cui si trova l’asintoto verti-
cale, x = 0, è ora entrato nell’interval-

Fig. 10.4
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lo J, quindi le traiettorie includono valori arbitrariamente grandi, come
osservato nei due esempi precedenti.

Diminuendo ulteriormente il parametro b, un’altra importante biforca-
zione globale avviene per b = 1/2: infatti per tale valore del parametro il
punto critico Cm raggiunge la frontiera del bacino di attrazione, x1*, e que-
sta costituisce la biforcazione finale. Per 0 < b < 1/2 la generica traiettoria
risulta essere divergente a – ∞ (si veda la fig. 10.6, ottenuta per b = 0.2).
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10.4  Quarto esempio: una mappa con asintoto orizzontale

Consideriamo infine la mappa:

x’ = f (x) = con a > 0 (10.4)

Questa funzione, pur essendo bimodale come si vedrà successivamente,
differisce dalle mappe esaminate nel cap. 9 per la forma frazionaria (seb-
bene con denominatore sempre positivo) e per l’asintoto orizzontale dato
dall’asse delle ascisse, essendo f (x) = 0.

Per la presenza dell’asintoto orizzontale, questa mappa non è del tipo
Z 1- Z 3-Z 1 come la prima mappa bimodale esaminata nel cap.9, § 9.2, ma
è del tipo Z0 -Z2 -Z2 -Z0 dove le due delimitazioni Z0-Z2 e Z2-Z0 sono date
dai punti critici, rappresentati dal minimo e dal massimo, mentre le due
zone Z2-Z2 sono separate dall’asintoto.

I punti fissi della f si ottengono, come al solito, risolvendo l’equazione
f(x) = x. Essi sono sono le radici reali (quindi una o tre) del polinomio 
x3 + (1 – a) x – a = 0.

  
lim

x→±∞

  
a

x

x

1

1 2

+
+

Figg. 10.5 e 10.6
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Per a = 1 si vede immediatamente che l’unica soluzione è x* = 1
(fig. 10.7), mentre al crescere di a i punti fissi f diventano 3 in seguito a
una biforcazione fold che si verifica per a = at ≅ 9. 

I punti critici di f si ottengono cercando le soluzioni di f ’(x) = 0, dove 

f ’(x) = a ·

Si ha che f ’(x) = 0 in corrispondenza delle soluzioni dell’equazione qua-
dratica x2 + 2x − 1 = 0, date da:

C–1
m = – 1 –√2 ≅ – 2.41; C–1

M = – 1 + √2 ≅ + 0.41 (punti critici di rango 0)

Tali soluzioni sono, rispettivamente, punto di minimo e di massimo per la
f, e gli estremi del codominio di f sono le loro immagini, i punti critici di
rango 1:

Cm = f(C–1
m ) = – a· CM = f (C–1

M ) = + a·

Il codominio di f, dato da [Cm, CM ], è dunque limitato. In questi casi, (co-
me nel secondo degli esempi del cap. 9: cfr. § 9.3) dopo una sola iterazio-
ne ogni punto ha la traiettoria in [Cm, CM ], che è un intervallo invariante,
e si può considerare la mappa come se fosse ristretta a tale intervallo. In
particolare, non si possono avere traiettorie divergenti. In generale, si di-
ce che un insieme A è invariante per una trasformazione T, se T(A) ⊆ A,
cioè se ogni punto di A viene “mappato” ancora in A.

Per i valori di a < at, ossia finché esiste un solo punto fisso di f(x), si ha
un solo insieme attrattivo, che è anche globalmente attrattivo, situato nel-
l’intervallo assorbente associato al punto di massimo cioè nell’intervallo J
= [C1

M, C M ] dove C1
M = f (C M).

La biforcazione tangente, che si ha per a = at , crea due nuovi punti fissi

2

4 2 2−
2

4 2 2+

  

− − +
+

x x

x

2

2 2

2 1

1( )
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Fig. 10.7

di f, x1* attrattivo e x2* repulsivo.
Esaminiamo il comportamento di-
namico di f al valore di biforcazio-
ne a = at, ossia quando x1* = x2* =
x̂ (fig. 10.8).

Come più volte evidenziato, un
simile punto fisso (fusione di due
che biforcheranno) è attrattivo da
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convergono a x̂ . Infatti consideriamo la preimmagine di x̂ diversa da se
stesso, ossia il punto x̂ –1 tale che f(x̂ –1) = x̂ . Allora ogni c.i. x0 ∈ ]x̂ –1, x̂ [
ha traiettoria che converge a x̂ , mentre l’insieme:

B(J) = ] −∞ , x̂ –1 [ ∪ ] x̂ , + ∞ [

costituisce il bacino di attrazione di x*, come si può osservare in fig. 10.8. 
Avvenuta la biforcazione tangente, per ogni successivo valore di a > at,

esistono sempre due insiemi attrattivi coesistenti, uno nel semiasse positivo,
all’interno dell’intervallo J = [C1

M, CM ], e uno nel semiasse negativo, dato
dal punto fisso x1*, finché è attrattivo, o comunque da un insieme dentro
all’intervallo assorbente I = [Cm, C1

m]. In altre parole, per a > at si hanno
due attrattori coesistenti, uno in J e uno in I e i loro bacini di attrazione so-
no separati dal punto fisso repulsivo x2* e relativa preimmagine (x2*)–1. In
simboli, indicato con (x2*)–1 il punto tale che f((x2*)–1) = x2*, si ha:

B (I) = ] (x2*)–1, x2* [ e B (J) = ] −∞ , (x2*)–1 [ ∪ ] x2*, + ∞ [
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Fig. 10.8

una parte e repulsivo dall’altra per
cui le c.i. alla destra del punto x̂
hanno traiettorie che entrano in J
mentre c.i. x0 in un intorno sinistro
di x̂ convergono a tale punto. Tut-
tavia si deve notare che non tutte le
c.i. a sinistra di x̂ , cioè con x0 < x̂ ,

Fig. 10.9

com’è evidente nella fig. 10.9, co-
struita con a = 20.

Per successivi aumenti del valo-
re di a, l’intervallo assorbente I ten-
de ad allargarsi sempre più e il
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punto C1
m tende a raggiungere il punto fisso repulsivo x2*. Quando, per

a = ac, C1
m coincide con x2*, si ha una biforcazione: un ulteriore incre-

mento del parametro a ha come conseguenza che I non è più un interval-
lo invariante e un attrattore negativo non esiste più, cosicché la generica
traiettoria convergerà all’attrattore positivo.

10.5  Metodo di Newton per la ricerca degli zeri e mappe fratte*

Il processo d’iterazione di una funzione non viene solo utilizzato per rap-
presentare l’evolvere di un fenomeno nel tempo, ma è comunemente appli-
cato per ottenere approssimazioni, via via migliori, delle soluzioni di certi
problemi. Per esempio, un problema che frequentemente si presenta nella
matematica applicata consiste nel calcolare le soluzioni di un’equazione,
che può essere scritta nella forma (portando tutto a primo membro):

f (x) = 0 (10.5)

Formule esplicite per calcolare le soluzioni di un’equazione esistono solo
in casi particolari, per esempio per le equazioni algebriche fino al quarto
grado (ma solo per quelle di primo e secondo grado le formule sono sem-
plici). In generale, si ricorre a metodi numerici, applicando cioè ripetuta-
mente una procedura che consente di approssimare le soluzioni con pre-
cisione via via crescente . In questo paragrafo descriviamo il metodo delle
tangenti (o di Newton) mediante il quale il problema di approssimare le
soluzioni della (10.5) viene ricondotto all’iterazione di una mappa con de-
nominatore, i cui punti fissi sono stabili e corrispondono proprio alle so-
luzioni cercate. Questa mappa è definita come: 

xn+1 = G(xn) = xn − (10.6)

dove f ’(xn) è la derivata prima della funzione f che compare in (10.5). I
punti fissi della mappa G(x) coincidono con le soluzioni dell’equazione
(10.5). Infatti, ponendo G(x) = x, si ha f(x) / f ’(x) = 0. Pertanto le soluzio-
ni di G(x) coincidono con le soluzioni dell’equazione f(x) = 0 (ovviamente
se assumiamo che f ’(x) non si annulli negli stessi punti in cui si annulla la
f). Inoltre, questi punti fissi sono stabili. Infatti, derivando G(x) e ricor-
dando la regola di derivazione delle funzioni fratte, si ha: 

  

f x
f x

n

n

( )
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G ’(x) = 1 – = 1 – =

=

Di qui si deduce che se x* è un punto fisso di G, se cioè verifica l’equazio-
ne f(x*) = 0, allora si ha anche G’ (x*) = 0, quindi x* è stabile. Questo si-
gnifica che avviando il processo iterativo (10.6) da una condizione iniziale
sufficientemente vicina a una soluzione dell’equazione (10.5), la succes-
sione di punti che si ottengono convergerà alla soluzione cercata. 

  

f x f x

f x
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f(x0)

f(x1)

x0*

Fig. 10.10

Questo metodo ha un preciso si-
gnificato geometrico (da cui de-
riva il nome “metodo delle tan-

genti”). Consideriamo il grafico della funzione f e sia x* una soluzione
della (10.5), cioè un punto in cui il grafico della funzione f attraversa l’as-
se delle ascisse (fig. 10.10). Dato un punto iniziale x0 non troppo lontano
da x* si tracci la tangente al grafico nel punto (x0, f(x0)), e sia x1 il punto in
cui tale tangente interseca l’asse delle x. Il punto x1 è più vicino di x0 alla
soluzione x*, cioè è una migliore approssimazione della soluzione. Si ripe-
ta poi la stessa costruzione partendo da x1 e così via (fig. 10.10). In termi-
ni analitici l’equazione della tangente in (x0, f(x0)) è y = x0 + f ’(x0) (x − x0)
da cui, ponendo y = 0 (condizione d’intersezione con l’asse x) si ottiene:

x1 = x0 −

e analogamente per le successive approssimazioni, da cui segue lo schema
iterativo (10.6).

Mostriamo ora che le mappe G, definite in (10.6), hanno dei grafici ca-
ratterizzati dalla presenza di asintoti verticali, quindi sono dello stesso ti-
po di alcune delle mappe studiate in questo capitolo. Consideriamo dap-
prima un’equazione di secondo grado, f(x) = 3x2 − 1 = 0, di cui è facile
calcolare analiticamente le soluzioni, date da x = ± 1/√3. Se cerchiamo ora
di approssimare queste soluzioni con il metodo iterativo (10.6) si ha:

  

f x
f x

( )
’( )

0

0
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xn+1 = G(xn) = xn − = (10.7)

Il grafico della mappa G(x) è rappresentato in fig. 10.11, dove si vedono
chiaramente i punti fissi (le intersezioni con la bisettrice, come al solito) e
si deduce anche la loro stabilità, dato che, come abbiamo dimostrato so-
pra, la pendenza della mappa G in corrispondenza dei punti fissi è nulla.
Dal grafico è anche semplice dedurre che se il punto iniziale viene scelto a
destra dell’asintoto verticale (cioè x0 > 0) allora la successione generata
dalla (10.7) converge alla soluzione 1/√3, mentre partendo a sinistra del-
l’asintoto verticale (cioè x0 < 0) allora la (10.7) converge a −1/√3. 

È chiaro che il metodo iterativo (10.6) è soprattutto utile per approssi-
mare le soluzioni di equazioni che non siamo in grado di risolvere analiti-
camente, o per le quali la soluzione analitica, anche se esiste, è molto com-
plicata. Per esempio, consideriamo l’equazione di terzo grado x3 −3x2 + 1
= 0. In questo caso lo schema iterativo (10.6) diventa:

xn+1 = G(xn) = xn − = (10.8)

Il grafico della mappa (10.8) è rappresentato in fig. 10.12, e si vede che si
hanno tre punti fissi stabili (le tre soluzioni reali dell’equazione di terzo
grado) i cui bacini di attrazione sono delimitati dagli asintoti verticali.
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11.  Mappe lineari nel piano

11.1  Le mappe affini

Le mappe di cui ci siamo occupati nei capitoli precedenti sono modelli di
sistemi dinamici discreti unidimensionali (dove lo stato del sistema descrit-
to è rappresentato dal valore di una sola variabile) che – naturalmente –
non possono descrivere adeguatamente tutti i sistemi reali, caratterizzati
da più variabili che s’influenzano a vicenda. Si pensi ai sistemi termodina-
mici, caratterizzati da temperatura, pressione e volume, ai sistemi preda-
predatore in ecologia o ai modelli di oligopolio in economia. Il primo pas-
so verso la comprensione di tali sistemi con numerose variabili dinamiche
è costituito dallo studio dei sistemi dinamici discreti bidimensionali, il cui
stato è caratterizzato mediante i valori di due variabili, che possono essere
considerati come le due coordinate cartesiane di un punto del piano. 

La legge (o mappa), la cui applicazione ripetuta descrive l’evoluzione
dello stato attraverso intervalli temporali successivi, sarà quindi una fun-
zione vettoriale (x’, y’) = f (x, y), che trasforma punti (o vettori) del piano
in altri punti del piano (fig. 11.1). Tale funzione è definita mediante una
coppia di equazioni del tipo:

dove f1 e f2 sono dette componenti della mappa bidimensionale. Queste
mappe del piano rappresentano sistemi dinamici discreti bidimensionali.
A partire da una condizione iniziale (x0, y0), l’evoluzione futura del siste-
ma è allora completamente determinata dai valori della successione:

  

x f x y

y f x y

’ ,

’ ,

= ( )
= ( )





1

2
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Fig. 11.1

(x0, y0), (x1, y1), (x2, y2), … , (xt, yt) …

che lo stato (x, y) assume al trascorrere del
tempo, rappresentato mediante la sequenza
di intervalli numerati dall’indice t = 0, 1, 2, …
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Sulle orme del caos

Se la funzione f: (xt, yt) → (xt+1, yt+1) rappresenta la “legge di evoluzione”
del sistema in esame, noto lo stato del sistema a un certo tempo t è possi-
bile calcolarne induttivamente lo stato in ogni tempo successivo mediante
la relazione (xt+1, yt+1) = f (xt, yt), valida per ogni intero t. L’applicazione ri-
petuta di questa relazione, a partire da una c.i. (x0, y0), porta quindi a sta-
bilire che:

(x1, y1) = f (x0, y0)
(x2, y2) = f (x1, y1) = f (f (x0, y0) = f 2((x0, y0)

e così via, secondo la relazione generale:

(xn, yn) = f n(x0, y0)

dove f n rappresenta l’iterata n-esima di f.
Ripercorrendo gli stessi passi logici che abbiamo seguito nello studio

delle mappe unidimensionali, cominciamo lo studio delle mappe del piano
partendo dalle mappe lineari. Le mappe lineari bidimensionali più sempli-
ci sono le affinità, e fra queste, la più elementare ha come equazioni:

(11.1)

Ciascuna delle due componenti della mappa (11.1) è una mappa unidi-
mensionale del tutto analoga a quella esaminata nel cap. 2. La (11.1) in
realtà rappresenta una famiglia di mappe lineari, poiché per ogni fissato
valore di ciascuno dei parametri (a, b) si ottiene una particolare mappa li-
neare. Per a ≠ 1 e b ≠ 1 la mappa (11.1) possiede un unico punto fisso, da-
to da (x*, y*) = (0, 0), e in tal caso le successioni {(xn, yn)}, che si ottengono
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y by
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Fig. 11.2 
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iterando la mappa (11.1), cominciando da una qualsiasi c.i. (x0, y0) diversa
da (x*, y*), hanno tutte il medesimo comportamento asintotico.

Ovviamente, partendo dal punto fisso, cioè (x0, y0) = (x*, y*), lo stato
resterà nello stesso punto per sempre, ovvero (xn, yn) = (x*, y*) per ogni n,
indipendente dai valori dei parametri a e b. Volendo analizzare come va-
ria, al variare dei parametri a e b, il comportamento asintotico delle suc-
cessioni generate partendo da una qualsiasi c.i. (x0, y0) ≠ (x*, y*), si hanno i
casi di seguito descritti.

Se | a | < 1 e | b | < 1 allora si tratta di una mappa contrattiva, e tutte le
successioni convergono all’unico equilibrio (x*, y*) = (0, 0), che pertanto
risulta essere globalmente stabile. In particolare, se a e b hanno entrambi
valori positivi:

0 < a < 1 e 0 < b < 1

la convergenza avviene in modo monotòno (cioè senza oscillazioni); se so-
no entrambi negativi:

– 1 < a < 0 e – 1 < b < 0

allora entrambe le variabili di stato convergono attraverso oscillazioni di
ampiezza decrescente; infine, nei casi in cui a e b hanno segni discordi,
cioè:

−1 < a < 0 e 0 < b < 1 oppure 0 < a < 1 e −1 < b < 0

la convergenza avviene, rispettivamente, in maniera oscillante per la x e
monotona per la y o viceversa. Nelle figg. 11.2 e 11.3 sono mostrate alcu-
ne traiettorie, generate iterando la mappa (11.1) con | a | < 1 e | b | < 1, sia
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come successioni di punti {(xn, yn)} nel piano delle fasi (a sinistra) che co-
me sequenze di valori {xn } e {yn } al crescere di n (a destra).

Se almeno uno dei parametri supera 1 in valore assoluto, cioè

| a | > 1 oppure | b | > 1

allora l’equilibrio (x*, y*) risulta essere instabile, ovvero anche partendo
da c.i. (x0, y0) ≠ (x*, y*) arbitrariamente vicine all’equilibrio la dinamica ot-
tenuta iterando la (11.1) genera successioni che si allontanano da (x*, y*)
(addirittura divergono, cioè tendono asintoticamente a una distanza infi-
nita dal punto di equilibrio). Anche qui si possono distinguere diversi mo-
di di divergere, a seconda dei segni dei parametri.

Se i parametri sono entrambi maggiori di uno in modulo, cioè se

| a | > 1 e | b | > 1

allora la mappa è espansiva in ogni direzione. In particolare, se a e b sono
entrambi positivi, cioè

a > 1 e b > 1

allora ciascuna delle variabili di stato diverge in maniera monotòna (si ve-
da la fig. 11.4), mentre se sono entrambi negativi, cioè

a < −1 e b < −1

allora ciascuna delle variabili di stato diverge attraverso oscillazioni di
ampiezza crescente.

Infine, se a e b sono di segno discorde, cioè

a < − 1 e b > 1 oppure a > 1 e b < − 1

Sulle orme del caos
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allora in entrambe le situazioni, le successioni divergono dal punto fisso
con una variabile che oscilla e l’altra che diverge in modo monotòno
(fig. 11.5).
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Fig. 11.5

Se invece uno solo dei parametri è in modulo maggiore di uno, per esempio

| a | < 1 e | b | > 1 oppure | a | > 1 e | b | < 1

allora le successioni generate si muovono su curve lungo le quali una va-
riabile tende a zero e l’altra all’infinito, ovvero si allontanano dall’equili-
brio avvicinandosi a un’asse, che diventa un asintoto della traiettoria (al-
cuni esempi sono mostrati nelle figg. 11.6, 11.7 e 11.8). Il punto di equili-

Fig. 11.6
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brio è instabile, e viene chiamato punto di sella. Anche in questo caso si
possono esaminare situazioni distinte a seconda dei segni dei parametri,
poiché segni negativi implicano la presenza di oscillazioni da una parte al-
l’altra dell’asintoto (come nelle figg. 11.7 e 11.8).
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Fig. 11.7

Fig. 11.8
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11.2  Caso particolare: le mappe omotetiche

Assegnando ai parametri a e b gli stessi valori, cioè a = b, si ha quella par-
ticolare affinità nota come omotetia, trasformazione che produce semplici
ingrandimenti o contrazioni conservando le forme. Ovviamente, l’itera-
zione di un’omotetia conduce a comportamenti asintotici analoghi a quel-
li esaminati sopra, con esclusione del punto di sella. L’avvicinamento (nel
caso | a | = | b | < 1) o allontanamento (nel caso | a | = | b | > 1) rispetto al
punto di equilibrio avviene lungo rette (in maniera monotona o oscillante
a seconda dei segni dei parametri).

Infine, nel caso | a | = | b | = 1 le traiettorie non si avvicinano, né si al-
lontanano, dal punto (0, 0).

Anche questo caso dà luogo a quattro diverse situazioni:

a = b = 1 a = b = −1 a = 1 e b = −1 a = −1 e b = 1

La prima, da qualsiasi valore (x0, y0) si parta, dà luogo a successioni con
termini tutti identici, {(x0, y0)} (cioè la traiettoria non si sposta dalla con-
dizione iniziale). Ciò significa che tutti i punti del piano sono punti fissi,
in accordo con il fatto che, dal punto di vista geometrico, per a = b = + 1,
le (11.1) diventano le equazioni della trasformazione identità.

Le altre tre situazioni danno tutte luogo a successioni periodiche di pe-
riodo-2 rispettivamente del tipo:

{(x0, y0), (– x0, – y0)}
{(x0, y0), (x0, – y0)}
{(x0, y0), (– x0, y0)

e ciò in accordo con il fatto geometrico che:

– per a = b = – 1, le (11.1) diventano le equazioni di una simmetria cen-
trale; 

– per a = 1 e b = – 1, le (11.1) sono le equazioni di una simmetria assiale
il cui asse è la retta delle ascisse;

– per a = – 1 e b = 1, le (11.1) sono le equazioni di una simmetria assiale
con asse la retta delle ordinate.

In tutte e quattro queste situazioni, l’origine (0, 0), pur continuando a es-
sere un equilibrio, non è né asintoticamente stabile né instabile, ovvero le
traiettorie che s’iniziano da una data condizione iniziale non si avvicinano
né si allontanano rispetto all’origine. Si tratta di situazioni di cosiddetta
stabilità neutrale. In realtà, rispetto al valore assunto dai parametri, si trat-
ta anche di situazioni strutturalmente instabili (o di biforcazione) nel senso
che ogni piccola variazione di anche un solo parametro comporta una per-
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dita della stabilità neutrale, poiché si entra subito in situazioni di stabilità o
instabilità dell’equilibrio. Per esempio, se dalla situazione a = b = – 1 (sta-
bilità neutrale con oscillazioni ad ampiezza costante di entrambe le varia-
bili) si passa, perturbando leggermente il valore del parametro b, alla situa-
zione a = – 1, b = – 1.001, le oscillazioni diventano ad ampiezza crescente e
di conseguenza l’equilibrio diventa instabile. 

11.3  Esempi di mappe affini

Altre semplici mappe lineari bidimensionali, anch’esse classificate come
affinità, sono:

e sono pure particolari affinità le seguenti:

che si presentano come casi particolari della affinità più generale di
equazioni: 

(11.2)

dove si assume che Det = (a11·a22 – a12·a21) detto determinante della map-
pa lineare, sia diverso da zero. Esso rappresenta il fattore d’ingrandimento
(se |Det|>1) o contrazione (se |Det|<1) di una figura a cui viene applicata la
trasformazione (11.2).

Infatti, applicando a tutti i punti di una figura piana F la trasformazio-
ne (11.2), si otterrà una nuova figura F’ la cui area è esattamente l’area
della figura F moltiplicata per |Det|, cioè

Area (F’) = |Det| Area(F)

Si vedano le figg. 11.9a e 11.9b, dove – data un’affinità (11.2), con a11 = 2,
a12 = – 1, a21 = 1, a22 = 1, b1 = b2 = 0 – essa è stata applicata ai punti del
triangolo ABC, ottenendo il triangolo A’B’C’, deformato e dilatato rispet-
to al triangolo originario. Infatti, essendo Det = 3, l’area di F’ è esattamen-
te il triplo rispetto a quella di F.

Nelle figg. 11.9c e 11.9d si è invece applicata, allo stesso triangolo
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ABC, l’affinità (11.2) con coefficienti a11 = 1, a12 = 1.5, a21 = 1, a22 = 1,
b1 = b2 = 0. Come si può facilmente vedere, il triangolo A’B’C’ è defor-
mato e rimpicciolito rispetto ad ABC, ed essendo ora Det = – 0.5, ossia
|Det | = 0.5, la sua area è la metà.

Dagli esempi proposti nelle figg. 11.9a-d si possono notare anche altre
due importanti proprietà delle affinità. Esse trasformano segmenti in seg-
menti (cioè le rette non vengono incurvate, cosicché un triangolo viene tra-
sformato in un triangolo). Inoltre le affinità conservano l’orientamento del-
le figure se Det > 0, mentre rovesciano l’orientamento (come se la figura
venisse sollevata dal piano e ribaltata sotto-sopra) se Det < 0. Quest’ultimo
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fatto può essere notato osservando le figg. 11.9c e 11.9d (Det = – 0.5) dove
i vertici ABC, che si susseguono in senso antiorario, vengono rispettiva-
mente trasformati nei vertici A’B’C’ ordinati in verso orario. Si tratta quin-
di di un particolare tipo di affinità, che non solo ingrandisce o contrae,
ma altera la forma e l’orientamento della figura.

I punti fissi della mappa (11.2) si ottengono risolvendo il sistema linea-
re f (x, y) = (x, y),1 che si può scrivere come:

a11x + a12 y + b1 = x
a21 x + a22 y + b2 = y

Applicando un qualunque metodo per la risoluzione dei sistemi algebrici
lineari, per esempio il metodo di Cramer, è facile rendersi conto che se
(a11 – 1)(a22 – 1) – a12a21 ≠ 0 allora esiste uno e un solo punto fisso di coor-
dinate:

x* = 

y* = 

L’iterazione dell’affinità (11.2) genera induttivamente successioni di punti
del piano {(xn, yn)} definite per ogni intero n, partendo da una qualsiasi
c.i. (x0, y0), mediante la relazione ricorsiva:

  

( )
( )( )

1
1 1

11 2 21 1

11 22 12 21

− +
− − −

a b a b
a a a a

  

( )
( )( )

1
1 1

22 1 12 2

11 22 12 21

− +
− − −

a b a b
a a a a
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1 Tale sistema è ottenuto ponendo x’ = x e y’ = y.
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xn + 1 = a11 x n + a12 y n + b1

yn + 1 = a21 x n + a22 y n + b2
(11.3)

Le (11.3) rappresentano una famiglia di mappe affini che, per ogni fissato
valore dei parametri, generano traiettorie costituite da successioni che, da
qualsiasi c.i. (x0, y0) ≠ (x*, y*) si parta, hanno lo stesso andamento asintoti-
co, come si è già visto per la particolare mappa (11.1). O tutte convergo-
no al punto fisso (x*, y*), o tutte si allontanano da esso (tranne alcuni casi
particolari, detti anche casi non generici o di biforcazione). 

Al variare dei parametri che compaiono nelle (11.3) si possono ritrova-
re tutti i comportamenti già osservati analizzando la particolare affinità
(11.1), ma anche qualcosa di diverso, come mostrato nella fig. 11.10, otte-
nuta con a11 = 0.5, a12 = – 0.5, a21 = 1, a22 = 0.6, b1 = b2 = 0.

Le situazioni a cui possono dare luogo le differenti combinazioni dei
valori assunti da ciascuno dei sei parametri presenti nelle (11.2) sono così
numerose che non appare conveniente intraprendere un’analisi come
quella svolta per la mappa (11.1). È comunque sempre possibile stabilire
abbastanza agevolmente, per ogni insieme di valori assegnati ai parametri,
il comportamento dinamico delle successioni generate dalle (11.3).

Come per le mappe unidimensionali, la conoscenza dei diversi compor-
tamenti dinamici delle mappe lineari (o affini) del piano, in particolare le
situazioni di stabilità, instabilità e i casi di stabilità marginale (che in gene-
re costituiscono casi di biforcazione), costituisce un buon punto di parten-
za per lo studio delle mappe non lineari del piano. Analogamente a quanto
visto nel caso unidimensionale, le mappe non lineari possono essere local-
mente approssimate, per esempio vicino a un punto fisso, mediante mappe
lineari, ma non approfondiamo ulteriormente questi aspetti, che ci porte-
rebbero troppo lontani dagli scopi della presente trattazione.

11.4  Dinamica di un gioco di duopolio lineare di Cournot*

Un tipico esempio di sistema dinamico discreto rappresentato da una
mappa affine è costituito dal modello di duopolio di Cournot, con funzio-
ni di domanda e di costo lineari, descritto nel cap. 1. Questo modello,
espresso dalle equazioni alle differenze (1.16), descrive l’andamento nel
tempo delle produzioni decise da due imprese ciascuna delle quali cerca
di massimizzare il proprio profitto atteso in base a ipotesi circa la decisio-
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ne dell’altra. La dinamica del duopolio è ottenuta iterando la mappa bidi-
mensionale affine

X’ = (1/2)·[a − b c1− Y]
Y’ = (1/2)·[a − b c2 − X]

(11.4)

Il punto fisso di questa mappa si ottiene risolvendo il sistema di equazioni
algebriche lineari

X = (1/2)·[a − b c1− Y]
Y = (1/2)·[a − b c2 − X]

la cui soluzione si trova nel punto d’incontro fra due rette, indicate con R1

Sulle orme del caos
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Figg. 11.11a e 11.11b

e R2 nelle figg. 11.11a e 11.11b. Questo punto fisso, che è spesso chiama-
to equilibrio di Cournot-Nash, risulta essere globalmente asintoticamente
stabile. Infatti, essendo a11 = a22 = 0 e a12 = a21 = −1/2, si ottiene Det = –
0.25, da cui si deduce che la mappa (11.4) è una contrazione. Nelle figg.
11.11a e 11.11b sono rappresentate due tipiche traiettorie del gioco di
Cournot.
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12.  Mappe bidimensionali non lineari

12.1  Una mappa invertibile: la mappa di Henon

Prendiamo ora in considerazione una famosa mappa bidimensionale lega-
ta al nome dell’astronomo francese Michel Henon. Si tratta di una mappa
del piano che – pur essendo non lineare – è invertibile.

Nel 1962 Henon, mentre studiava le leggi che presiedono al movimen-
to delle stelle all’interno di una galassia, pervenne alla formulazione di un
modello di sistema dinamico, il cui comportamento dipendeva dal livello
di energia del sistema stesso. Incuriosito, cercò di vedere che cosa succe-
deva alle traiettorie del modello, quando l’energia del sistema venisse au-
mentata gradualmente.

Trovò che a basse energie le traiettorie si mantenevano regolari, con-
vergevano cioè a un equilibrio o a un’orbita periodica. Invece, al di sopra
di un certo valore di energia, si aveva un radicale cambiamento nel com-
portamento delle traiettorie del modello: avveniva che queste comincias-
sero a comportarsi in modo “strano”. In particolare, tali traiettorie, rap-
presentate in funzione del tempo, mostravano un andamento decisamen-
te irregolare. D’altra parte, rappresentando i punti iterati nel piano delle
fasi, essi andavano ad accumularsi in certe zone che assumevano partico-
lari forme geometriche.

La cosa lo impressionò ma, assorbito dai suoi problemi astronomici,
non dedicò altro tempo alla questione. Vi ritornò parecchi anni dopo, nel
1976, quando – assistendo a una conferenza del meteorologo statunitense
Edward Lorenz – lo sentì parlare di traiettorie caotiche e di particolari at-
trattori dalla strana geometria, per questo chiamati “attrattori strani”. Im-
mediatamente pensò che con queste nuove teorie matematiche si potesse-
ro forse spiegare i risultati da lui stesso ottenuti nel 1962. Riprese le ricer-
che che aveva messo da parte e si trovò ben presto di fronte a un “attrat-
tore strano”.

Una delle forme della mappa di Henon è la seguente:

T: (x, y) → (x’, y’)

con T definita dalle equazioni:

189
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Sulle orme del caos

(12.1)

In particolare, fra i due parametri a e b del sistema di equazioni, il secon-
do rappresentava una misura dell’energia del sistema fisico che Henon
stava studiando. Dalla forma delle equazioni risulta evidente che la map-
pa bidimensionale (12.1) è non lineare, a causa del termine x2, ma è al
tempo stesso molto semplice, per il fatto che presenta un’unica non-linea-
rità quadratica. Inoltre è una mappa invertibile, in quanto le variabili x e y
possono essere espresse univocamente in funzione di x’, y’, ottenendo co-
sì la mappa inversa T –1: (x’, y’) → (x, y), data da:

A differenza delle mappe unidimensionali, nonostante l’invertibilità la
(12.1) è in grado di generare sequenze di punti del piano che hanno anda-
menti tipicamente caotici, in accordo con la definizione di caos determi-
nistico data nel cap. 5 (sensitività rispetto alle condizioni iniziali ecc.).
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Calcolando un certo numero di valori generati dall’applicazione ripe-
tuta della mappa (12.1), usando una calcolatrice tascabile, Henon ottenne
delle successioni che non presentavano alcuna regolarità apparente, del
tipo di quelle mostrate in fig. 12.1, ottenute con parametri a = 1.4 e b = 0.3
partendo dalla condizione iniziale (0, 0).

Quando, usando un computer dotato di plotter, Henon provò a iterare
la (12.1), con gli stessi parametri e le stesse condizioni iniziali sopra indi-
cate, vide apparire una struttura geometrica ben definita (sebbene molto
complessa): i 10.000 e più punti, generati ricorsivamente, non si distribui-
vano in modo casuale sul piano (x, y), ma, dopo un transitorio iniziale, an-
davano ad accumularsi su una particolare figura, simile a quella in
fig. 12.2, che non mutava cambiando le condizioni iniziali. Tale figura rap-
presentava effettivamente un attrattore caotico, che venne chiamato “at-
trattore strano di Henon”.

12.  Mappe bidimensionali non lineari
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Fig. 12.2

La forma di questo attratto-
re è quella di un insieme di
fili ripiegati più volte, così da
tracciare una figura delicata
ed elegante, ma difficile da
descrivere, proprio per la
sua complessità. Ingrandi-
menti di parti di questa stra-
na figura mostrano come i fi-
li che la costituiscono si
scompongano in fili ancora

più sottili e questi in altri fili ancora più sottili, e così via, ma la suddivi-
sione è tale che ciascuno di essi conserva l’aspetto della forma di parten-
za. In altre parole, ogni ulteriore scomposizione mette in evidenza la so-
miglianza con la forma originaria che viene quindi riprodotta in scala sem-
pre più piccola. Si può dire pertanto che l’attrattore di Henon possiede la
proprietà di autosomiglianza (self similarity) e perciò ha una tipica strut-
tura frattale.

Possiamo allora affermare che, pur essendo invertibile, la mappa di
Henon provoca stiramenti e ripiegamenti che, come già sperimentato nel-
lo studio della mappa logistica (cap. 5), costituiscono la premessa neces-
saria per avere traiettorie caotiche. Tuttavia in questo caso i ripiegamenti
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non sono tali da portare punti distinti del dominio ad avere immagini
coincidenti, ossia sono di tipo diverso da quello visto per le mappe unidi-
mensionali non invertibili.

12.2  La geometria della mappa di Henon

Per comprendere le trasformazioni che questa mappa può provocare,
l’applicheremo ad alcune figure geometriche molto semplici.

Cominciamo dai segmenti: otterremo risultati diversi, a seconda della
posizione del segmento. Per esempio, consideriamo un segmento vertica-
le, preso sulla retta di equazione x = α. Applicando ai suoi punti la mappa
(12.1) esso viene trasformato in un segmento orizzontale sulla retta y = bα
(si veda la fig. 12.3, ottenuta applicando la mappa T di Henon con gli stes-
si valori dei parametri considerati sopra, a = 1.4, b = 0.3). Infatti, ponen-
do x = α nelle equazioni (12.1) si ottiene:

T(α, y) = (y + 1 − a α2, b α)

cioè la retta x = α viene mappata da T nella retta y = b α: di conseguenza
il segmento che le appartiene, con estremi A = (α, y1) e B = (α, y2), viene
mappato da T nel segmento della retta y = b α, che ha come estremi
A’ = (y1 + 1 − a α2, b α) e B’ = (y2 + 1 − a α2, b α).

Si noti che i due segmenti hanno la stessa lunghezza, pari a  y2 − y1 .
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Fig. 12.3

Consideriamo ora una retta orizzon-
tale, di equazione y = β. Essendo:

T(x, β) = (β + 1 − a x2, b x)

essa viene mappata da T nel luogo
geometrico di equazioni parame-
triche:

x ax

y bx

’

’

= + −
=





β 1 2

e di equazione cartesiana (ottenuta eliminando il parametro x):

x’ = β + 1 − (a / b2) y’2
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che, rappresentata ancora in un piano cartesiano (x, y), è una parabola
con asse di simmetria orizzontale. Quindi, segmenti orizzontali vengono
trasformati da T in archi di parabola, come mostrato in fig. 12.4. Anche i
segmenti obliqui subiscono drastiche trasformazioni, come si può osser-
vare in fig. 12.5.

Ovviamente, anche una figura chiusa, come per esempio un quadrato,
subisce trasformazioni differenti a seconda della sua posizione nel piano,
e uno degli effetti più vistosi consiste in una specie di schiacciamento che
provoca una riduzione della sua superficie. Così, per esempio, il quadrato
di fig. 12.6a subisce un forte schiacciamento, accompagnato da stiramen-
to che incurva e allunga notevolmente i suoi lati orizzontali, mentre nel
quadrato di fig. 12.6b lo schiacciamento è accompagnato da ripiegamenti.

Il fatto che, com’è stato illustrato sopra, i lati verticali del quadrato
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Figg. 12.4 e 12.5

Figg. 12.6a e 12.6b
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vengono trasformati in segmenti orizzontali, e i lati orizzontali in archi di
parabola, provoca una riduzione dell’area in quanto a ogni applicazione
della mappa l’estensione della figura si riduce di un fattore  b = 0.3.

I risultati illustrati dipendono dal fatto che la (12.1) si può considerare
come la composizione di tre mappe e quindi di tre trasformazioni:

H = H3 (H2 (H1 (x, y)))) (12.2)

dove:

H1: (x, y) → (x, y + 1 − a x2)

rappresenta una trasformazione che muta rette orizzontali y = k in para-
bole con il vertice nel punto (0, k + 1);

H2: (x, y) → (b x, y)

è una trasformazione lineare che per | b | < 1 contrae le lunghezze in dire-
zione dell’asse x;

H3: (x, y) → (y, x)

determina una riflessione rispetto alla bisettrice y = x.
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Figg. 12.7a, 12.7.b, 12.7c e 12.7d

cap. 12  11-12-2003  15:03  Pagina 194



È interessante studiare l’effetto dell’applicazione ripetuta della mappa
di Henon (12.1) ai punti di una figura piana, come il rettangolo R mostra-
to al centro della fig. 12.7a. Alla prima applicazione della mappa T si ot-
tiene la figura ripiegata e rimpicciolita indicata con T (R) in fig. 12.7a.
Successive applicazioni della mappa di Henon provocano ulteriori distor-
sioni e contrazioni di area. Per esempio, dopo 4 iterazioni il rettangolo R
è già diventato una sottilissima figura, dall’aspetto filiforme, indicata con
T 4(R) in fig. 12.7b. Essendo stato utilizzato il valore di b = 0.3, dopo 2 ite-
razioni l’area è ridotta a 0.09 volte l’area del rettangolo iniziale, dopo k
iterazioni a 0.3k volte l’area del rettangolo iniziale. Come si può vedere
nelle figg. 12.7c e 12.7d, dove sono riportate le immagini T 8(R) e T 16(R)
del rettangolo, di rango 8 e 16 rispettivamente, la figura trasformata di-
venta sempre più somigliante all’attrattore di Henon, costituito da tanti
sottilissimi fili ripiegati.

12.3  I modelli di Volterra a tempo discreto*

12.3.1 Il modello preda-predatore

In questo paragrafo riprendiamo in considerazione i modelli dinamici bi-
dimensionali non lineari proposti da Vito Volterra per descrivere gli an-
damenti nel tempo di due popolazioni interagenti. Cominciamo dal mo-
dello preda-predatore (1.9), presentato nel cap. 1, § 1.2.3, ottenuto ite-
rando la mappa

(12.3)

I punti fissi di questa mappa si ottengono risolvendo il sistema di equazio-
ni algebriche non lineari

che si possono riscrivere nella forma fattorizzata:

Risolvendo, si ottengono tre punti fissi:
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E0 = (0, 0); E1 = (r/s, 0); E2 = 

E0 rappresenta l’equilibrio di estinzione (o non esistenza) di entrambe le
specie, E1 rappresenta l’equilibrio che si ottiene in assenza dei predatori,
e quindi la popolazione delle prede si assesta sulla propria capacità por-
tante (cfr. cap. 3, § 3.6), E2 rappresenta l’equilibrio in cui prede e preda-
tori coesistono.

  

1 1+ − +





e
c

cr s e
bc

,  
( )
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Fig. 12.8

Come abbiamo anticipato nel cap. 1, sulla base di considerazioni qualita-
tive, la dinamica del modello preda-predatore è caratterizzata dalla pre-
senza di oscillazioni endogene. Ora mostriamo alcune tipiche dinamiche
del modello ottenute iterando numericamente la mappa. In fig. 12.8a so-
no riportati – nel piano (X, Y) sui cui assi sono misurate le densità di pre-
de e predatori, rispettivamente – i punti della traiettoria ottenuta iterando
la mappa (12.3) con parametri r = 0.5, s = 0.21, b = 1, e = 0.6, c = 1, e par-
tendo dalla condizione iniziale (X0, Y0) = (1, 0.5). I punti della traiettoria
convergono verso l’equilibrio E3 = (1.6, 0.16) attraverso oscillazioni di
ampiezza decrescente. 

La stessa traiettoria è mostrata in fig. 12.8b sotto forma di andamento
nel tempo delle due successioni (o serie temporali) Xt (il grafico in alto) e
Yt (in basso). Come si può vedere, entrambe le densità, prima di conver-
gere ai rispettivi valori di equilibrio, compiono ampie oscillazioni, che
portano la specie predatrice vicino all’estinzione, creando così le premes-
se per un successivo picco della densità delle prede e così via. 

Cambiando un poco i parametri, tali oscillazioni possono diventare
persistenti. Questo è quanto accade, per esempio, in fig. 12.9, ottenuta di-
minuendo il valore del parametro s da 0.21 a 0.18. La traiettoria presenta-
ta in fig. 12.9, sia nello spazio degli stati (fig. 12.9a) che in funzione del
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tempo (fig. 12.9b) è stata generata partendo dalla c.i. (X0, Y0) = (1.5, 0.3),
ovvero vicina all’equilibrio (ora instabile) E3 = (1.6, 0.21). In questo caso
l’ampiezza delle oscillazioni cresce fino a raggiungere un’orbita chiusa at-
trattiva, lungo la quale le oscillazioni mantengono la loro ampiezza indefi-
nitamente. 

12.3.2 Il modello di competizione fra due specie

Passiamo ora a considerare il modello (1.10), presentato nel cap. 1,
§ 1.2.4, che descrive la competizione fra due specie, la cui dinamica è ot-
tenuta iterando la mappa

(12.4)

I punti fissi di questa mappa si ottengono risolvendo il sistema di equazio-
ni algebriche non lineari

che si possono riscrivere nella forma fattorizzata:

Risolvendo, si ottengono 4 punti fissi:

E0 = (0, 0) E1 = ((a − 1)/s, 0) E2 = (0, (e − 1)/d)
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E0 rappresenta l’equilibrio di estinzione (o non esistenza) di entrambe le
specie, E1 rappresenta l’equilibrio su cui si assesta la specie 1 in assenza
della specie 2, E2 rappresenta l’equilibrio su cui si assesta la specie 2 in
assenza della specie 1, E3 rappresenta l’equilibrio in cui le due specie
coesistono.

Come abbiamo anticipato nel cap. 1, lo studio della stabilità degli equi-
libri delle dinamiche globali del modello porta a enunciare il principio di
esclusione di Gause. Ci limitiamo a giustificare questa affermazione mo-
strando alcune tipiche traiettorie del modello, ottenute iterando numeri-
camente la mappa (12.4). 

In fig. 12.10a, ottenuta con i parametri a = e = 2, s = d = 2, b = c = 3,
sono rappresentate, nel piano (X, Y) due traiettorie: quella che parte dal-
la condizione iniziale (X0, Y0) = (0.1, 0.2) converge verso l’equilibrio E2,
decretando così l’estinzione della specie 1, mentre quella che parte da
(X0, Y0) = (0.2, 0.1) converge verso l’equilibrio E1, cioè verso l’estinzione
della specie 2. 

La specie che parte avvantaggiata vince la competizione eliminando
l’altra, come si vede nella fig. 12.10b: la regione bianca rappresenta il ba-
cino di attrazione dell’equilibrio E2; quella a destra in basso, di color gri-
gio chiaro, indica il bacino di attrazione dell’equilibrio E1; la regione a de-
stra in alto, di color grigio scuro, corrisponde all’insieme delle condizioni
iniziali che generano traiettorie negative e divergenti (il modello perde va-
lidità per valori elevati delle densità delle specie). La figura mostra che le
condizioni iniziali prese al di sopra della bisettrice, cioè con X0 < Y0, si di-
rigono verso l’asse X = 0 (estinzione della specie 2), mentre quelle prese al
di sotto la bisettrice, cioè con X0 > Y0, si dirigono verso l’asse Y = 0 (estin-
zione della specie 1).
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Figg. 12.10a e 12.10b
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Cambiando i valori dei parametri, si possono ottenere situazioni in cui
una specie vince la competizione anche se parte svantaggiata. Ciò accade
quando una specie è più efficiente dell’altra nel trarre sostentamento dal-
le risorse vitali. Consideriamo, per esempio, che cosa accade aumentando
il valore del parametro b. Se b > c, allora la specie 1 riceve un maggior
danno in seguito all’interazione con l’altra, e quindi sarà più vulnerabile.
Questo risulta chiaramente dalla in fig. 12.11, ottenuta prendendo b = 5 e
lasciando gli altri parametri identici a quelli utilizzati in fig. 12.10. La
traiettoria rappresentata nella fig. 2.11, pur partendo da un forte vantaggio
iniziale della specie 1, essendo la condizione iniziale (X0, Y0) = (0.4, 0.2),
converge verso l’equilibrio E2 = (0, 0.5) in cui la specie 1 è estinta. Questo
risultato mostra che, quando due specie occupano la stessa nicchia ecolo-
gica, solo la più adatta sopravvive, confermando il principio che sta alla
base della teoria dell’evoluzione di Darwin. 
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13.  Una mappa bidimensionale non invertibile

13.1  Presentazione e analisi della mappa

Consideriamo ora un esempio di mappa bidimensionale non lineare che,
a differenza della mappa di Henon, è non invertibile:

(13.1)

L’iterazione di questa mappa è stata proposta nel 1979 da due ingegneri
giapponesi, Kawakami e Kobayashi, che nello studio di certi circuiti elet-
trici avevano ottenuto l’equazione alle differenze: 

X(t + 2) − aX(t + 1) − X2(t) = b

Tale equazione può essere ricondotta a due equazioni alle differenze nella
forma (13.1) introducendo le nuove variabili 

x (t) = X (t + 1) e y (t) = X2 (t) + b,

da cui si ottiene:

cioè proprio la mappa (13.1). Questo modello fu poi estensivamente stu-
diato da Christian Mira di Tolosa e collaboratori, come prototipo di map-
pa bidimensionale non invertibile. Infatti, la semplicità delle equazioni
(una sola non linearità quadratica, come nella mappa di Henon) unita-
mente alla straordinaria ricchezza di comportamenti dinamici che si può
osservare iterando la (13.1), hanno fatto di essa uno strumento privilegia-
to per la scoperta di molte proprietà che caratterizzano le mappe non in-
vertibili, analogamente a quanto accaduto per la mappa logistica nell’am-
bito delle mappe unidimensionali. 

Mira mostrò che iterando la (13.1) con diversi valori dei parametri a e
b si ottengono numerosi tipi di attrattori e le più svariate strutture dei re-
lativi bacini di attrazione. Arrivò così, nello sforzo di spiegare ciò che ve-
deva, a definire nuovi concetti matematici e nuovi tipi di biforcazione. 
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Sulle orme del caos

La (13.1) non è invertibile, come si può verificare esplicitando (x, y) in
funzione di (x’, y’). Se y’ > b si ottengono due soluzioni reali e distinte: 

e (13.2)

Ciò significa che i punti (x’, y’), con y’ > b, hanno due preimmagini, date
da (x1, y1) = T1

–1(x’, y’) e (x2, y2) = T2
–1(x’, y’), mentre non hanno preim-

magini se y’ < b. Pertanto la retta y = b divide il piano in due semipiani i
cui punti hanno due preimmagini (regione Z2: cfr. cap. 7, § 7.2) o nessuna
(regione Z0), mentre i punti della retta y = b hanno ciascuno due preimma-
gini coincidenti che si trovano sulla retta x = 0. Si può notare che le due
preimmagini di ciascun punto interno alla regione Z2, ottenuto mediante
T1

–1 e T2
–1, si trovano una a sinistra e una a destra dell’asse delle ordinate

x = 0. Per esempio, se consideriamo la mappa (13.1) con a = 1, b = − 2, le
due preimmagini del punto P = (1, 2) ∈ Z2 – calcolate applicando (13.2)
con x’ = 1 e y’ = 2 – sono P1

–1 = T1
–1(P) = (− 2, 2) e P2

–1 = T2
–1(P) = (2, 0):

si veda la fig. 13.1a. 
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Fig. 13.1

Lo stesso concetto può venire espresso dicendo che applicando la mappa
(13.1) ai due punti distinti P1 = (− 2, 2) e P2 = (2, 0) di ottiene la stessa im-
magine P = T (P1) = T (P2) = (1, 2), come mostrato in fig. 13.1b.

Riprendendo, ed estendendo, la terminologia introdotta nei capitoli
sulle mappe unidimensionali non invertibili, possiamo dire che la mappa
in esame è del tipo Z0-Z2; chiameremo la retta y = b linea critica di rango
1, e la denoteremo con LC (da Linea Critica, estensione nel piano del con-
cetto di punto critico), mentre indicheremo l’insieme delle preimmagini
coincidenti dei suoi punti, localizzate sulla retta x = 0, con LC–1, linea cri-
tica di rango 0 (si veda la fig. 13.2).
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una mappa non invertibile piega il piano fino a portare punti distinti a so-
vrapporsi. Proprio come quando si piega e si stira un fazzoletto.

L’azione geometrica della mappa (13.1) può quindi essere espressa di-
cendo che essa ripiega il piano (folding in inglese) lungo LC–1 e contem-
poraneamente lo ruota in modo che due punti, uno a sinistra e uno a de-
stra di LC–1, siano entrambi trasformati in punti che stanno al di sopra di
LC, nella regione Z2 (ovviamente non ci possono essere punti “mappati”
nella regione Z0, perché in tal caso tali punti avrebbero preimmagini, e
questo sarebbe in contraddizione con la proprietà della regione Z0).

In analogia con quanto visto per la mappa logistica, l’azione delle due
inverse della mappa (13.1) può essere visualizzata immaginando la regio-
ne Z2 del piano come costituita da un foglio ripiegato in due parti, con la
piega che corrisponde a LC. Su ciascuno di questi fogli è definita una sola
mappa inversa, e la piega che suddivide il foglio corrisponde alla linea in
cui le due inverse vengono a coincidere, ossia LC. Dato un punto (x’, y’)
∈ Z2, l’inversa T1

–1(x’, y’) fornisce la preimmagine che sta alla sinistra di
LC–1 mentre l’altra inversa, T2

–1(x’, y’), fornisce la preimmagine che sta al-
la destra di LC–1 (si veda il grafico qualitativo di fig. 13.3). I due fogli so-
vrapposti rappresentano ciascuno il dominio di un’inversa, mentre le re-
gioni che stanno da parti opposte rispetto a LC–1, indicate con R1 e R2 ,
rappresentano i rispettivi codomini.

13.  Una mappa bidimensionale non invertibile
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Fig. 13.2

In generale, una mappa non inverti-
bile del piano può essere definita
come una funzione che è in grado di
trasportare due punti distinti nello
stesso punto-immagine. Da un pun-
to di vista geometrico, questo può
essere interpretato affermando che

Fig. 13.3

Possiamo anche ca-
ratterizzare geometri-
camente l’azione delle
due mappe inverse
(13.2) affermando che
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la loro applicazione simultanea a un punto di Z2 apre, ruota e distende i
fogli (unfolding in inglese), come mostrato in fig. 13.3. 

L’azione di ripiegamento esercitata dalla mappa non invertibile (13.1)
può essere evidenziata analizzando come essa trasforma le curve le e figu-
re piane che attraversano la retta LC–1. Così nella fig. 13.4a abbiamo con-
siderato un arco di curva, denotato con la lettera γ, che attraversa LC–1.
Scelti per i parametri della (13.1) i valori a = − 0.3, b = − 1, abbiamo cal-
colato, con l’ausilio di un programma per computer, le immagini, dei pun-
ti dell’arco γ, ottenendo così la curva T(γ), mostrata in fig. 13.4b. Si pos-
sono notare due importanti proprietà della curva così ottenuta. Innanzi
tutto, T(γ) è tutta contenuta nella regione Z2, localizzata sopra LC: la cur-
va γ è stata in pratica ripiegata in modo che la sua immagine T(γ) risulti
tangente a LC. Inoltre, sebbene la γ fosse una curva semplice, cioè senza
punti doppi (senza cappi o incroci) la sua immagine T(γ) presenta un pun-
to doppio, ovvero un cappio. Questo significa che due punti distinti di γ
sono stati “mappati” da T nello stesso punto-immagine. Cosa che può ac-
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Fig. 13.4
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cadere solo con mappe non invertibili. Ricordiamo che anche la mappa di
Henon è in grado di produrre piegamenti e deformazioni quand’è appli-
cata a curve o figure piane, ma tali ripiegamenti non arrivano mai a far so-
vrapporre punti distinti.

L’azione di ripiegamento esercitata dalla (13.1) risulta ancor più evi-
dente osservando l’immagine dei punti di un cerchio F che attraversa
LC–1, come mostrato in fig. 13.4c: l’immagine T(F) della figura piana F
viene ripiegata lungo LC (si veda la fig. 13.4d). 

13.2  Esempi di trasformazioni prodotte dalla mappa

Per capire meglio l’azione geometrica di ripiegamento esercitata dalla
mappa (13.1) procediamo, come si è fatto per la mappa di Henon, analiz-
zando le trasformazioni che può produrre tale mappa quando sia applica-
ta ad alcune semplici curve o figure piane. Notiamo innanzi tutto che non
tutti i segmenti vengono ripiegati in seguito all’applicazione della mappa
(13.1): per esempio, un qualunque segmento verticale, staccato dalla retta
di equazione x = k, ha come immagine un segmento orizzontale, apparte-
nente alla retta di equazione y = b + k2. Infatti, ponendo x = k in (13.1) si
ottiene:

T(k, y) = (ak + y, b + k2)

cioè i punti-immagine stanno tutti sulla retta y = b + k2. 
Invece un segmento orizzontale, di equazione y = k, ha come immagi-

ne un arco di parabola di equazione y = b + (x − k)2/a2. Infatti, essendo:

T(x, k) = ( ax + k, b + x2)

la retta y = k viene mappata da T nel luogo geometrico di equazioni para-
metriche:

da cui, eliminando il parametro (cioè ricavando x = (x’ − k)/a dalla prima
equazione e sostituendolo nella seconda) si ottiene l’equazione cartesiana
della parabola.

Un esempio è mostrato in fig. 13.5a, dove si può vedere come viene
trasformato un segmento orizzontale che attraversa LC–1. Questa figura è
stata ottenuta numericamente, applicando la mappa (13.1) con a = 1 e
b = − 1 a un segmento orizzontale di estremi A = (− 1, 2) e B = (1, 2). In

13.  Una mappa bidimensionale non invertibile
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fig. 13.5b si mostra, con lo stesso valore dei parametri, l’immagine ottenu-
ta applicando la mappa (13.1) a un segmento obliquo che attraversa LC–1.

Sulle orme del caos
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Fig. 13.6

In entrambi i casi i trasformati che si ottengono sono archi tangenti alla li-
nea critica LC. In generale, ogni segmento che intersechi la retta LC–1,
viene trasformato in un arco di parabola che si “piega” sulla retta LC, tale
cioè da risultare tangente alla linea critica LC.

I grafici della fig. 13.6 fanno invece vedere come delle figure piane, in
questo caso quadrati, in posizioni differenti, siano trasformate dalla
(13.1). Le figure trasformate (A’B’C’D’) mettono in evidenza come ogni
figura piana che attraversa LC–1 subisca un ripiegamento: gli esempi mo-

Figg. 13.5a e 13.5b
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strano chiaramente che, nel ripiegamento, punti distinti della figura di
partenza risultano sovrapposti, cioè hanno immagini coincidenti. 

13.  Una mappa bidimensionale non invertibile
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Figg. 13.7a e 13.7b

In fig.13. 7 si possono vedere le trasformate mediante la (13.1), di due
triangoli. Si può notare come, passando dalla situazione in fig. 13.7a a quel-
la in fig. 13.7b, ovvero spostando il triangolo in modo che una sua maggior
porzione sia attraversata da LC–1, il ripiegamento risulti via via più eviden-
te. Queste figure deformate dall’azione della mappa (13.1) fanno proprio
pensare all’azione, ben nota a tutti, con cui si ripiega un tovagliolo.

A causa della loro forte azione di ripiegamento, gli attrattori caotici
delle mappe bidimensionali non invertibili presentano spesso una forma

Figg. 13.8 e 13.9
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che richiama quella di veli ripiegati su se stessi infinite volte, come per
esempio quello mostrato in fig. 13.8, ottenuto iterando la mappa (13.1)
con parametri a = − 0.1 e b = − 1.7, partendo dalla condizione iniziale
(x0, y0) = (0, 0), o quello in fig. 13.9, ottenuto partendo dalla stessa c.i., con
parametri a = − 0.3 e b = − 1.4. 

È evidente la differenza fra l’attrattore caotico di Henon, analizzato
nel precedente capitolo, e gli attrattori caotici mostrati nelle figg. 13.8 e
13.9. Quello era come costituito da tanti sottilissimi fili ripiegati su se stes-
si, mentre questi si presentano come veli (bidimensionali) ripiegati su se
stessi.

Nel cap. 8 abbiamo visto che nel caso di mappe unidimensionali non
invertibili, i punti critici (massimi e minimi locali) e le loro immagini spes-
so delimitano intervalli assorbenti entro i quali sono confinate le dinami-
che asintotiche. In particolare, si possono delimitare gli intervalli caotici,
ottenendo così delle utili stime sulla localizzazione e l’entità delle oscilla-
zioni, anche in presenza di traiettorie caotiche. 

Risultati simili si possono ottenere anche nel caso di mappe non inver-
tibili del piano, considerando l’analogo bidimensionale dei punti critici,
ovvero le linee critiche. 

Utilizzando la mappa non invertibile (13.1) mostriamo, attraverso un
particolare esempio, come le linee critiche LC e le loro immagini di rango
via via crescente, ovvero 

LC1 = T(LC), LC2 = T(LC1) = T2(LC), … , LCk = T(LCk–1 ) = Tk (LC), …

possano essere utilizzate per delimitare regioni assorbenti del piano, dette
“aree assorbenti”, in particolare per delimitare le aree caotiche: sono le
regioni del piano che contengono gli attrattori caotici.

Consideriamo, a tale scopo, l’attrattore caotico ottenuto iterando la
mappa (13.1) con parametri a = − 0.3 e b = − 1.4 (fig. 13.9). La parte di
piano che viene ricoperta dai punti di una traiettoria caotica come questa,
è anche chiamata area caotica. Come si può vedere, tale area è chiaramen-
te delimitata. La possibilità di delimitare a priori il suo bordo può assu-
mere notevole importanza in diverse applicazioni dei sistemi dinamici, in
quanto permette in qualche modo di prevedere il comportamento globale
del sistema, anche se l’esatta successione dei suoi stati (cioè la sua esatta
evoluzione) risulta piuttosto complessa. 

Innanzi tutto è necessario delimitare i bordi dell’area caotica. In
fig. 13.10a tale bordo è stato ottenuto prendendo un segmento della retta
LC–1, scelta approssimativamente nella regione interessata dall’area caoti-
ca, e disegnando poi le immagini di rango via via più elevato, ottenute con
l’elaboratore attraverso successive applicazioni della mappa (13.1). Par-
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tendo da questo segmento si ottiene il segmento-immagine di
LC = T(LC–1) e poi applicando di nuovo la mappa (13.1) si ottiene
LC1 = T(LC) e poi ancora LC2 = T(LC1). Si può notare che LC2 interseca
il segmento iniziale di LC–1 in P, e di conseguenza la sua immagine,
LC3 = T(LC2), risulta tangente a LC in P’, formando in tal modo una re-
gione chiusa e assorbente, che contiene l’area caotica. Continuando tale
processo di generazione d’immagini successive si ottiene una delimitazio-
ne ancor più precisa (come mostrato in fig. 13.10b). In pratica, i successi-
vi ripiegamenti lungo le linee critiche, dovuti alle applicazioni ripetute
della mappa, creano una regione in cui sono “impacchettati” gli attrattori. 

Confrontando le linee critiche della fig. 13.10b con l’attrattore caotico
della fig. 13.9, si può notare che le porzioni di linee critiche che stanno al-
l’interno dell’area assorbente coincidono con le parti più scure della
fig. 13.9, dove la densità dei punti della traiettoria è maggiore. In altre pa-
role, rappresentano le parti dell’attrattore maggiormente visitate dalla
traiettoria caotica, e quindi i punti in cui c’è più probabilità di trovare, a
un certo istante, lo stato del sistema.

Concludiamo questo capitolo sulle mappe non invertibili del piano con
un breve cenno a un altro tipo di complessità, legato alla struttura dei ba-
cini di attrazione. Nel cap. 7, studiando i bacini di attrazione delle mappe
unidimensionali non invertibili, avevamo visto che, contrariamente a
quanto accade con le mappe invertibili, si potevano avere bacini di attra-
zione non connessi, cioè costituiti dall’unione di tanti (anche infiniti) in-
tervalli disgiunti. Avevamo anche mostrato alcuni esempi in cui la creazio-
ne (o la scomparsa) di simili strutture complicate dei bacini era causata da
contatti fra punti critici e frontiere dei bacini stessi (biforcazioni globali
di contatto). 

13.  Una mappa bidimensionale non invertibile
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Ebbene, fenomeni simili possono essere osservati anche nel caso di
mappe non invertibili del piano. Per esempio, esplorando le dinamiche
della mappa (13.1), modificandone opportunamente i parametri a e b, si
possono osservare situazioni come quelle mostrate in fig. 13.11. In cia-
scuno dei grafici di questa figura la regione bianca attorno all’attrattore
rappresenta il suo bacino di attrazione: in altre parole, una traiettoria che
comincia da un generico punto della regione bianca finirà sull’attrattore
caotico. Invece le regioni grigie di fig. 13.11 rappresentano il bacino del-
l’infinito, cioè se iteriamo la mappa (13.1) partendo da una c.i. presa nelle
regioni grigie, si genera una successione di punti divergente. I due grafici,
ottenuti, rispettivamente, con parametri a = − 1.2, b = − 1.475 e a = − 0.3,
b = − 1.5, mostrano degli attrattori caotici, che hanno la forma di veli ri-
piegati tipica delle mappe non invertibili, i cui bacini (le regioni bianche)
contengono all’interno dei buchi (o laghi) del bacino dell’infinito (regioni
grigie). Il bacino dell’infinito risulta quindi non connesso, formato da un
bacino immediato (la regione grigia esterna) e da tante porzioni non con-
nesse, che possono avere anche struttura frattale, come quelle in
fig. 13.11.

Esula dagli scopi di un’esposizione elementare ogni ulteriore ap-
profondimento dell’argomento, per il quale si rimanda ai testi specializza-
ti indicati alla fine del libro, in bibliografia. Ci limitiamo a richiamare l’at-
tenzione sul fatto che bacini non connessi possono solo esistere con map-
pe non invertibili, e che il passaggio da un bacino connesso (costituito
cioè dal solo bacino immediato, cfr. cap. 7) a uno non connesso (o vice-
versa) è legato a contatti fra il bordo (o frontiera) del bacino stesso e una
linea critica LC.

Sulle orme del caos
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14. Alcuni metodi numerici per sistemi dinamici
discreti e relativi algoritmi

14.1  Preliminari

La possibilità di utilizzare strumenti di calcolo (una calcolatrice o un ela-
boratore elettronico) costituisce un prezioso ausilio per studiare le pro-
prietà dei sistemi dinamici. Usando strumenti diffusissimi e non specifici,
come un linguaggio di programmazione o un foglio elettronico, si posso-
no eseguire esperimenti numerici elementari, simili a quelli illustrati nei
capitoli di questo libro, mediante i quali si possono formulare congetture
e scoprire interessanti proprietà delle funzioni iterate. Con un elaborato-
re, infatti, possiamo iterare funzioni in tempi rapidissimi e quindi studiare
l’evoluzione del sistema in funzione della condizione iniziale x0 o del pa-
rametro a presente nel modello; inoltre, anziché esaminare lunghe se-
quenze numeriche, possiamo ottenere delle visualizzazioni grafiche il cui
esame permette di fare deduzioni più facilmente.

Descriveremo nel seguito gli algoritmi essenziali per studiare numeri-
camente un sistema dinamico discreto che abbiamo frequentemente usa-
to per ottenere i risultati e le figure di questo libro. Presenteremo tali al-
goritmi utilizzando la cosiddetta pseudocodifica,1 cioè useremo un lin-
guaggio “naturale” la cui traduzione in linguaggio di programmazione
(come il Basic, il Pascal, il C o le loro moderne versioni “Visual”) è imme-
diata. Questi programmi possono essere fatti eseguire da un computer (a
volte è sufficiente una calcolatrice grafica programmabile). In alternativa
a un ambiente di programmazione alcuni risultati possono essere anche
ottenuti usando un foglio elettronico; quindi in certi casi descriveremo sia
l’uso di un linguaggio che del foglio elettronico. 

Senza perdita di generalità, negli algoritmi descritti in questo capitolo fa-
remo riferimento esclusivamente alla mappa logistica, x’ = f(x) = ax·(1 – x),
esaminata in dettaglio nel cap. 4.

211

1 Alcuni dei programmi per computer descritti in questo capitolo possono essere
prelevati, nella versione Visual Basic, visitando la pagina Web associata al libro, al-
l’indirizzo: www.brunomondadori.com/sulleormedelcaos.
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14.2  L’iterazione con un linguaggio di programmazione

Come primo esempio vediamo come ottenere l’iterato k-esimo di f a par-
tire dalla condizione iniziale x0 per un certo valore del parametro a. La
pseudocodifica potrebbe essere la seguente:

acquisisci a

acquisisci x0

acquisisci k

per i da 1 a k 
x ← ax(1-x)

fine iterazione

stampa x

Se anziché il solo iterato k-esimo ci interessa l’intera sequenza x0, x1, …,
xk, aggiungeremo la stampa del valore di x all’interno del ciclo.

…

per i da 1 a k 

x ← ax(1-x)

stampa x

fine iterazione

Traduciamo questa seconda versione dell’algoritmo supponendo di aver a
disposizione un compilatore Pascal

program itera_logistica;

var k, i:integer;

a, x:real;

begin

write(’inserisci il valore del parametro a:’); readln(a);

write(’inserisci la condizione iniziale x0:’); readln(x);2

write(’inserisci il numero di iterazioni desiderate k:’); readln(k);

for i: = 1 to k do begin

x: = a*x*(1-x);

writeln(’l’‘iterato x’, i, ‘ = ’, x:8:5);

end

end.

212

2 “writeln” significa “scrivi e vai a capo”, “readln” significa “leggi e vai a capo”.
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Se eseguiamo questo programma usando a = 2 e condizione iniziale x0 =
0.125, come in fig. 4.4, otteniamo l’output riportato di seguito, da cui è
evidente la convergenza al punto fisso x* = 1/2.

inserisci il valore del parametro a:2
inserisci la condizione iniziale x0:.125
inserisci il numero di iterazioni desiderate k:8
l’iterato x1 = 0.21875
l’iterato x2 = 0.34180
l’iterato x3 = 0.44994
l’iterato x4 = 0.49499
l’iterato x5 = 0.49995
l’iterato x6 = 0.50000
l’iterato x7 = 0.50000
l’iterato x8 = 0.50000 

14.3  L’iterazione con un foglio elettronico

Un foglio di calcolo, o foglio elettronico, è un programma in genere usato
per applicazioni di contabilità ma si dimostra comodissimo anche per ite-
rare una mappa. Non è questa la sede per descrivere le operazioni ele-
mentari relative al suo uso, quindi supponiamo che al lettore siano già fa-
miliari le operazioni minime necessarie per riempire di contenuti le celle
di un foglio di calcolo. Descriviamo brevemente come operare per iterare
la nostra funzione facendo riferimento al programma Microsoft Excel,
ma tanti altri prodotti analoghi sono equivalenti per il nostro scopo. Co-
me esempio concreto useremo lo stesso appena descritto in Pascal. Sono
sufficienti due colonne: nella seconda, l’unica essenziale, abbiamo i valori
numerici, nella prima la loro descrizione.

La prima riga è dedicata al parametro: inseriamo la lettera “a”, cioè il
nome del parametro, nella cella A1 (che significa prima colonna, denotata
mediante la lettera A, e prima riga, denotata dal numero 1) e inseriamo
nella cella B1 (ovvero seconda colonna e prima riga) il valore numerico
che intendiamo attribuire al parametro, cioè il numero 2. La seconda riga
è relativa alla c.i.: anche in questo caso inseriamo il “nome” “x0” in A2
(prima colonna della seconda riga) e il corrispondente valore 0.125 nella
cella B2. Il valore x1 dev’esser calcolato dalla macchina quindi, dopo aver
scritto il nome della variabile “x1” in A3, nella cella B3 scriveremo la for-
mula x’ = f(x) = ax·(1 – x) mediante la quale calcolare il corrispondente
valore numerico. La sintassi di Excel è la seguente:

= $B$1*B2*(1-B2) (14.1)

14.  Alcuni metodi numerici per sistemi dinamici discreti e relativi algoritmi
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Ovviamente, se dovessimo continuare a scrivere analoghe formule nelle
righe successive il vantaggio del foglio elettronico sarebbe minimo. Per
fortuna esiste una comoda funzione detta “completamento automatico”
(attivabile con il cursore a forma di piccola croce nell’angolo in basso a
destra di una porzione selezionata) che compila le celle per noi in analo-
gia con quanto già inserito.

Possiamo sfruttarla sia per compilare la prima colonna estendendo ver-
so il basso la selezione delle celle A2 e A3, sia per scrivere nella seconda
colonna le formule per ottenere gli iterati successivi. Per questo secondo
obiettivo è sufficiente estendere verso il basso la selezione della singola
cella B3. La presenza dei simboli $ cioè dei riferimenti assoluti nella for-
mula (14.1), è necessaria per la corretta compilazione automatica delle
celle.3

La compilazione del foglio di calcolo ci è costata un po’ di fatica ma ne
valeva la pena! Adesso abbiamo a disposizione un piccolo strumento di
studio per la nostra mappa. Possiamo:

– cambiare la c.i., cioè il valore nella cella B2, e vedremo nelle celle sot-
tostanti la nuova traiettoria;

– cambiare il valore in B1 e cominciare lo studio della mappa per un
nuovo valore del parametro a.

Possiamo limitare l’esame ai primi iterati oppure possiamo estendere la
compilazione ad alcune migliaia di righe e avere un’idea del comporta-
mento asintotico.

In analogia con quanto prodotto prima in Pascal l’iterazione con a = 2
e x0 = 0.125 produce i seguenti primi 8 iterati:
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3 Si antepone il simbolo “$” a quelle parti del riferimento che si desidera lasciare
inalterate, allorché la fomula sarà eseguita nelle celle successive. Così, per esempio,
scrivendo “$B$1”, s’intende che, quando la formula sarà copiata in B6, non si avrà
l’adeguamento del riferimento, che sarà sempre B1 (e non B4, in questo caso).
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14.4 La visualizzazione grafica degli iterati
con un linguaggio di programmazione

Abbiamo visto che talvolta è utile una visualizzazione grafica dei valori
che si ottengono iterando la funzione in esame. Per questo costruiamo un
breve programma per rappresentare un insieme di k iterati dove all’i-esi-
ma iterazione viene “colorato” il punto di coordinate (i, f i (x0)): in ascissa,
dove si è soliti rappresentare il tempo t, poniamo il valore i dell’iterazione
i-esima e in ordinata il corrispondente valore di f i (x0). Vediamo una pseu-
docodifica di questo algoritmo:

acquisisci a
acquisisci x
acquisisci k
definisci il range di coordinate
predisponi la finestra di visualizzazione al range definito
per i da 1 a k 

x ← ax(1-x)
colora il pixel corrispondente al punto (i, x)

Per questo esempio proponiamo la codifica in Visual Basic. Suggeriamo
d’inserire le istruzioni proposte in questo paragrafo e nei successivi nella
funzione Form_load. Saranno automaticamente eseguite senza ulteriori
comandi.

Private Sub Form_Load()
Dim i, k As Integer
Dim x, tmin, tmax, xmin, xmax As Double

A = InputBox (“inserisci il valore del parametro a”, , A)
x = InputBox(“inserisci il valore della condizione iniziale x0”, , x)
k = InputBox(“inserisci il numero di iterazioni da effettuare”, , k)
‘definizione range valori orizzontali e verticali
xmin = 0: xmax = 1
tmin = 0: tmax = k
‘definisco il sistema di coordinate per la visualizzazione
Form1.Scale (0, xmax)-(tmax, xmin)
Form1.Show ‘visualizzo la finestra di output

For i = 1 To k
x = A * x * (1 - x)
Form1.PSet (i, x) ‘coloro il relativo pixel

Next i
Form1.Line (tmin, xmin)-(tmin, xmax) ‘asse verticale
Form1.Line (tmin, xmin)-(tmax, xmin) ‘asse orizzontale

End Sub
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Il relativo output è riportato in fig. 14.1. Per ottenerlo sono stati usati i
parametri relativi alla fig. 5.1a cioè a = 2.8, x0 = 0.1, e sono state eseguite
80 iterazioni.

Sulle orme del caos

216

Con la risoluzione che caratterizza i moderni elaboratori è difficile riusci-
re a vedere i singoli pixel; per sopperire all’inconveniente uniamo con una
linea ogni nuovo iterato con il precedente: modifichiamo cioè il program-
ma nel seguente modo:
…

Form1.Show

Form1.PSet (0, x)
For i = 1 To k

x = A * x * (1 - x)
Form1.Line -(i, x)

Next i
…

Se ora mandiamo in esecuzione il programma, otteniamo l’output riporta-
to in fig. 14.2, leggibile senza compromettere la vista! 

Mostriamo anche l’output dello stesso programma in corrispondenza
del valore di a = 3.56 con il quale si ottiene, come visto in fig. 5.3, la con-
vergenza a un ciclo 8 (fig. 14.3).

Fig. 14.1
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Si può obiettare che l’assenza di riferimenti numerici non rende poi
così esplicative queste figure; il lettore può quindi integrare il semplice
programma proposto aggiungendo assi di riferimento, valori agli estremi,
visualizzazione dei parametri usati e così via.
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14.5 La visualizzazione grafica degli iterati 
con il foglio elettronico

Se usiamo un foglio elettronico, la visualizzazione dei dati presenti nelle
celle del foglio stesso è tra le funzionalità usate più di frequente.

Proponiamo la visualizzazione analoga a quella del paragrafo prece-
dente, ottenuta con a = 3.56. Per realizzarla, dopo aver calcolato la serie
numerica degli iterati mediante la procedura descritta in precedenza, è

sufficiente selezionare le celle degli iterati stessi, premere il pulsante 

e seguire le istruzioni proposte. L’effetto finale è simile a quanto proposto
nella fig. 14.4. 

Altrettanto semplice è la visualizzazione contemporanea di due serie di
dati ottenute, per esempio, con diverse condizioni iniziali come visualiz-
zato in Fig 4.10b.

14.6  La visualizzazione del diagramma a scala

Strumento principe per un esame immediato dell’iterazione di una certa
mappa è stato l’uso del metodo della scala sul grafico della mappa nel pia-
no cartesiano. Costruiamo un semplice algoritmo, seguito dal programma
tradotto in Visual Basic, per ottenere le tipiche “ragnatele” (cfr. cap. 2,
§ 2.4) con un elaboratore.

Vediamo una pseudocodifica di questo algoritmo dove abbiamo espli-
citato la forma analitica della funzione definendo una “function” indipen-
dente:
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acquisisci a, acquisisci x0, acquisisci k
definisci il range di coordinate
predisponi la finestra di visualizzazione al range definito
disegna la bisettrice y = f(x)
disegna il grafico della funzione f(x)

per i da 1 a k 
x1 ← f(x0)

disegna i segmenti di estremi (x0, x0)-(x0, x1) e (x0, x1)-(x1, x1)
x0 ← x1

fine iterazione
disegna gli assi

Segue la traduzione in Visual Basic.

Dim a As Double

Function f(ByVal x As Double) As Double

f = a * x * (1 - x)

End Function

Private Sub Form_Load()

Dim i, k As Integer

Dim x, x0, x1, x2 As Double

Dim ymin, ymax, xmin, xmax, dx As Double

a = InputBox(“inserisci il valore del parametro a”, , a)

x0 = InputBox(“inserisci il valore della condizione iniziale x0”, , x)

k = InputBox(“inserisci il numero di iterazioni da effettuare”, , k)

‘definizione range valori orizzontali e verticali

xmin = 0: xmax = 1

ymin = 0: ymax = 1

‘definisco il sistema di coordinate per la visualizzazione

Form1.Scale (0, ymax)-(xmax, ymin)

Form1.Show

‘ grafico bisettrice

Form1.Line (xmin, xmin)-(xmax, xmax) 

‘ grafico funzione
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dx = (xmax - xmin) / 500

For x = xmin To xmax Step dx

Form1.PSet (x, f(x))

Next x

For i = 1 To k

x1 = f(x0)

Form1.Line (x0, x0)-(x0, x1): Form1.Line (x0, x1)-(x1, x1)

x0 = x1 ‘conserva per la nuova iterazione

Next i 

Form1.Line (xmin, ymin)-(ymin, ymax) ‘asse verticale

Form1.Line (xmin, ymin)-(xmax, ymin) ‘asse orizzontale

End Sub

Il diagramma che otteniamo inserendo i parametri a = 3.678574, x0 = 0.1
e k = 200 è riportato in fig. 14.5.

Sulle orme del caos

220

Fig. 14.5

cap. 14  11-12-2003  15:04  Pagina 220



14.7  Il grafico di f n (x)

Per ottenere, oltre al grafico di f(x), anche il grafico della sua iterata n-esi-
ma, possiamo evitare il calcolo, in genere non agevole, della sua espressio-
ne analitica. È sufficiente, per ogni valore di x, iterare n volte la funzione
e visualizzare il punto così ottenuto.

Come esempio riportiamo la porzione del programma precedente do-
ve è stata integrata la sezione relativa al grafico della funzione:

…

‘ grafico funzione f e sua iterata n-esima

dx = (xmax - xmin) / 1000

For x = xmin To xmax Step dx

Form1.PSet (x, f(x))

y = x

For i = 1 To n

y = f(y)

Next i

Form1.PSet (x, y)

Next x

…

Come esempio abbiamo visualizzato in fig. 14.6 la mappa logistica f (x)
con a = 3 e la sua iterata seconda.
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14.8  Il diagramma di biforcazione

Abbiamo visto come la presenza di punti fissi attrattivi, dei cicli periodici
o di regimi caotici sia ben sintetizzata nei diagrammi di biforcazione am-
piamente proposti in particolare nelle figure del cap. 5. In questi diagram-
mi in orizzontale è rappresentato un intervallo di valori del parametro
presente nell’espressione analitica della mappa, a nel nostro caso; in corri-
spondenza di ogni valore di a sono rappresentati i valori asintotici su cui
si accumulano i punti generati dal processo iterativo.

Esprimendoci in linguaggio naturale, al calcolatore chiediamo di:
per ogni valore del parametro a

– iterare la mappa, a partire da x0, per un certo numero di volte (il cosiddetto
transitorio)

– se non c’è stata divergenza, continuare l’iterazione visualizzando i valori di x
ottenuti in ulteriori iterazioni

Segue la traduzione in codifica Visual Basic dove i dati di input sono stati
inseriti come costanti all’interno del programma stesso.

Dim a As Double
Function f(ByVal x As Double) As Double

f = a * x * (1 - x)
End Function
Private Sub Form_Load()
Dim i, j, transitorio, niterazioni As Integer
Dim x0, x, sogliax As Double
Dim amin, amax, xmin, xmax, da As Double

x0 = 0.1 ‘condizione iniziale
transitorio = 500 ‘transitorio
niterazioni = 1000 ‘massimo numero di iterazioni complessive
sogliax = 10000 ‘ soglia di divergenza
‘definizione range valori orizzontali e verticali
amin = 2.75: amax = 4
xmin = 0: xmax = 1
‘definisco il sistema di coordinate per la visualizzazione
Form1.Scale (amin, xmax)-(amax, xmin)
Form1.Show
da = (amax - amin) / 1000
For a = amin To amax Step da

x = x0
For i = 1 To transitorio

x = f(x)
Next i
If Abs(x) < sogliax Then

For j = transitorio To niterazioni
x = f(x)
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Form1.PSet (a, x)
Next j

End If
Next a

Form1.Line (amin, xmin)-(amin, xmax) ‘asse verticale

Form1.Line (amin, xmin)-(amax, xmin) ‘asse orizzontale
End Sub

Come esempio di output riproponiamo, in fig. 14.7, il classico diagramma
di biforcazione della mappa logistica. 
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14.9 L’algoritmo di bisezione per la soluzione numerica
di equazioni

Si è visto come uno degli elementi su cui basare l’esame di una mappa è il
calcolo dei punti fissi, cioè di valori x per cui f (x) = x. Quando la forma
analitica della funzione è tale da rendere difficile, o addirittura impossibi-
le, la soluzione dell’equazione f(x) = x per via algebrica, ci si avvale di me-
todi numerici.

Tra questi il più immediato è il metodo di bisezione, che può essere effi-
cacemente usato per trovare i punti fissi delle funzioni proposte nel testo.

Per descriverlo brevemente facciamo notare che risolvere l’equazione
f(x) = x equivale a cercare i punti in cui si annulla la quantità f(x) – x, cioè
gli zeri della funzione g(x) = f(x) – x. Il metodo della bisezione si basa sul-
la seguente idea: se, facendo variare la x, la funzione g(x) passa da valori
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negativi a positivi (o viceversa) si deve sicuramente incontrare almeno un
punto dove la funzione assume il valore 0 (in effetti questo è il teorema di
Bolzano per funzioni continue che s’incontra in Analisi). Applichiamo
questa idea costruendo un algoritmo iterativo dove a ogni passo viene eli-
minata una metà dell’intervallo d’incertezza conservando quella metà che
sicuramente contiene lo zero cercato.

Una possibile pseudocodifica riferita alla funzione g:[a, b] → R è la se-
guente:
1. Dati a e b tali che g(a).g(b)<0
2. Sia m = (a + b)/2
3. Se g(m) = 0 m è il valore cercato → STOP
4. Se g(a).g(m)<0 allora la radice si trova nel sottointervallo (a, m) quindi pongo b =

m e itero dal punto 2. altrimenti pongo a = m e itero dal punto 2.

Come codifica in un linguaggio di programmazione proponiamo questa
volta il Basic classico. Nel programma seguente FNF è la funzione di cui
calcolare i punti fissi. La soluzione, a fine programma, è disponibile nella
variabile XSOL. Si noti l’uso dell’errore ER per arrestare l’iterazione.

DEF FNG (X) = FNF(X) - X

ER = .00001

46 XM = .5 * (XA + XB)

IF FNG(XM) * FNG(XB) < 0 THEN

XA = XM

ELSE

XB = XM

END IF

IF (XB - XA) < ER THEN

XSOL = .5 * (XA + XB)

GOTO 47

ELSE

GOTO 46

END IF

47 RETURN
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14.10  Le traiettorie di una mappa nel piano

Relativamente alle mappe bidimensionali ci limitiamo a fornire un pro-
gramma essenziale in Visual Basic per ottenere la visualizzazione dell’at-
trattore di Henon a cui si è fatto riferimento nel cap. 12.

Private Sub Form_Load()
Dim i, niterazioni As Integer
Dim x, y, xold As Double
Dim xmin, xmax, ymin, ymax As Double

‘parametri e costanti della mappa
a = 1.4: b = 0.3
‘condizioni iniziali
x = 0: y = 0
niterazioni = 30000
‘definizione range valori orizzontali e verticali
xmin = -1.5: xmax = 1.5
ymin = -0.4: ymax = 0.4
‘definisco il sistema di coordinate per la visualizzazione
Form1.Scale (xmin, ymax)-(xmax, ymin)
Form1.Show
i = 0
While i < niterazioni

xold = x
x = y + 1 - a * xold * xold
y = b * xold
Form1.PSet (x, y)
i = i + 1

Wend

Form1.Line (xmin, ymin)-(xmin, ymax) ‘asse verticale
Form1.Line (xmin, ymin)-(xmax, ymin) ‘asse orizzontale

End Sub

Il relativo output è visualizzato in fig. 14.8. 
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